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Conceitos Elementares

Definicao
Um sistema dinamico é funcdo f : X — X, onde X é um espaco métrico.

Para cada x € X, queremos estudar as propriedades da sequéncia

O(x) = x, fix)=f(x), f3(x)=Ff(f(x)), F3(x) = F(f(f(x))), ....



Conceitos Elementares

Definicao

Se x € X, entdo {fX(x) : k > 0} é a érbita de x.

Definicao
Seja p € X.
i. Se f(p) = p, entdo p é um ponto fixo.
ii. Se f"(p) = p para algum n > 1, entdo p é um ponto periédico de periodo n.
iii. Se f"(p) = p para algum n > 1 e f*(p) # p para todo 1 < k < n, entdo p é um ponto

periddico de periodo primo n.

O conjunto dos pontos periddicos serd denotado por Per(f) e o conjunto dos pontos periédicos
de periodo primo n serd denotado por Per,(f).



Conceitos Elementares

Definicao

Se p é um ponto periédico de periodo n, entdo B(p) = {x € X : limy_,o f*"(x) = p} é a
bacia de atra¢do de p. Além disso, B(co) = {x € X : limy_so |F¥(x)| = oo} é a bacia de
atracdo do infinito.

Definicao
Sejam f : R — R uma funcio de classe C! e p um ponto periédico de periodo n. Se

|Df"(p)| < 1, dizemos que p é um ponto atrator. Além disso, dizemos que uma 6rbita é
atratora se ela contém um ponto atrator.

Teorema

Sejam f : R — R uma funcio de classe C*. Se p um ponto atrator, entdo existe uma
vizinhanga de p contida na bacia de atracao de p.
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Familia Quadratica

Considere a familia de fungdes h : R — R dadas por

h(x) = px(1 = x),

onde 1 > 1. Essa familia de fungdes é conhecida por familia quadratica.
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Figura 1: Graficos de h para u =2, u =3 e p=4.
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Familia Quadratica: Estudo Inicial

Proposicao

Se y1 > 1, entdo h(0) =0 e h(p,) = py, onde p, = u74

Proposicao

Se 1 > 1, entdo limy_,oo h¥(x) = —oc0 para todo x ¢ [0, 1].
Proposicao

Se 1l < p < 3, entdo limy_,oo h*(x) = p,, para todo x € (0,1).

Desse modo, se 1 < u < 3, entao

B(0) = {0,1}, B(p,)=(0,1) e B(oo)=(—00,0)U (L, 00).
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Familia Quadratica: Conjuntos de Cantor

Se p > 4, entdo existem pontos em [0, 1] cujas drbitas ndo estdo contidas em [0, 1]. Portanto,
seja
ANy ={x€[0,1] : h"(x) € [0,1]}

para cada n > 1. Definindo

A= ﬁ A,
n=1

podemos restringir o estudo da dindmica de h em A.



Familia Quadratica: Conjuntos de Cantor

Proposicao
Se 1 > 4, entdo

1. A, € a unido de 2" intervalos fechados disjuntos.

2. h":[a, b] — [0, 1] € bijetora, onde [a, b] é um dos intervalos que formam A,,.
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Figura 2: Graficos de h, h? e h® para p = 4.1.



Familia Quadratica: Conjuntos de Cantor

Para facilitar as demonstra¢des, consideramos p > 2 + V5.
Lema
Sepu>2+ V5, entdo existe v > 1 tal que

1. |Dh(A1)| > v,

2. b—a< L, onde [a,b] é um dos intervalos que formam A,

Teorema

Se j1 > 2+ /5, entdo A é um conjunto de Cantor.

Observacao

Esse teorema é vélido para 4 < 1 < 2 + /5, porém a demonstracio é mais complicada.
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Familia Quadratica: Caos

Definicao
Seja f : X — X uma funcdo. Dizemos que f é topologicamente transitiva se dados x,y € X e
>0, existemze€ Xek>0taisque|x—z|<ecely—fkz)| <e.

Proposicao

Se ju > 2 + /5, entdo h|p é topologicamente transitiva.



Familia Quadratica: Caos

Definicao

Seja f : X — X uma fungdo. Dizemos que f depende sensivelmente das condi¢es iniciais se
existe 6 > 0 com a seguinte propriedade: dados x € X e € > 0, existem y € X e k > 0 tais
que |x — y| < e e |fK(x) — FX(y)| > 6.

Proposicao

Sepu>2+ V/5, entido h|n depende sensivelmente das condi¢bes iniciais.



Familia Quadratica: Caos

Definicao

Seja f : X — X uma fungdo. Dizemos que f é cadtica se as seguintes condi¢cGes sdo validas:
i. Per(f) é denso em X.
ii. f é topologicamente transitiva.

iii. f depende sensivelmente das condi¢Ges iniciais.

Teorema
Seja f : X — X é uma fungdo continua, onde X é um conjunto infinito. Se Per(f) é denso em
X e f € topologicamente transitiva, entdo f é cadtica.



Familia Quadratica: Caos

Teorema

Se ju > 2 + /5, entdo h|p € cadtica.

Observacao

Esse teorema ¢é vélido para 4 < y1 < 2 + /5, porém a demonstracdo é mais complicada.
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Familia Quadratica: Conjugacao Topoldgica

Definicao
Sefamf: X = X, g:Y = Yer:X — Y fungbes. Dizemos que f e g sdo topologicamente
conjugadas por T se as seguintes condi¢cbes sao validas:

i. 7 é um homeomorfismo.

ii. Tof =gor.




Familia Quadratica: Conjugacao Topoldgica

Proposicao
Sejamf: X —- X eg:Y — Y fungées. Se f e g sdo topologicamente conjugadas, entdo

1. Per(f) € denso em X se, e somente se, Per(g) € denso em Y.

2. f € topologicamente transitiva se, e somente se, g € topologicamente transitiva.



Familia Quadratica: Conjugacao Topoldgica

Lema
A fungdo T : [0,1] — [0, 1] dada por

€ cadtica.

Teorema
Se n =4, entdo h e T sdo topologicamente conjugadas.

Corolario
Se = 4, entdo h € cadtica.
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Familia Quadratica: Bifurcacao

Definicao

Seja f\, uma familia parametrizada de fun¢des no pardmetro A. Dizemos que essa familia sofre
uma bifurcacdo em )\g se existe € > 0 com a seguinte propriedade:

se M1 € (Ao —&,0) e A2 € (Ao, Ao + €), entdo fy, e f, ndo sdo topologicamente conjugadas.



Familia Quadratica: Bifurcacao

Exemplo

A familia E) de fung¢Bes dadas por E\(x) = et sofre uma bifurcacdo em \g = —1.
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Figura 3: Gréficos de Ey numa vizinhanga de 1 para A= —-1.1, A\=—-1e A = —0.9.

Uma bifurcacdo com essas caracteristicas é chamada de bifurcacido tangente.



Familia Quadratica: Bifurcacao

Exemplo

A familia quadratica sofre uma bifurcacao em o = 3.
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Figura 4: Graficos de h? numa vizinhanca de pu para p =29, p=3ep=31

Uma bifurcagao com essas caracteristicas é chamada de bifurcacdo com duplicacdo de periodo.
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Teorema de Sharkovsky

Definicao (Ordenacao de Sharkovsky)

3p50--->2-302-5p---22.3p22.5p...p2k. 302k 5 ... 2201,

Teorema (Sharkovsky)
Seja f : R — R uma fungdo continua. Se Perp(f) # (), entdo Perp,(f) # () para todo n > m.

Teorema

Se n > 1, entdo existe uma fungcdo f com as seguintes propriedades:

1. Per,(f) #0.
2. Pery,(f) =0 para todo m > n.
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Teorema de Singer

Definicao (Derivada de Schwarz)

Seja f : R — R uma funcdo de classe C3. A derivada de Schwarz de f é a funcdo
St : R\ Cr — R dada por

_ D3(x) 3 (D*(x)\’
S = Df(x) 2 < Df(x)> ’

onde Cr = {x € R: Df(x) = 0}.
Estamos interessados em fun¢des que possuem a derivada de Schwarz negativa.

Exemplo
Se p > 1, entdo Sh(x) = —6(1 — 2x)~2 < 0 para todo x # 3.



Teorema de Singer

Teorema (Singer)

Se St < 0 e f possui n pontos criticos, entdo f possui no maximo n + 2 orbitas periédicas
atratoras.

Corolario

Se i > 1, entdo h possui no maximo 1 drbita periddica atratora.
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